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Rezumat

In lucrare sunt prezentate unele aspecte privind metodele de rezolvare a problemelor de limitd si extrem din
mecanica.
Cuvinte cheie
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1. Introducere

Problemele de limita si extrem, din diversitatea problemelor de mecanica, se intilnesc frecvent. Problemele de
limitd si extrem formeaza o categorie aparte in cadrul general al problemelor de mecanica. Prin probleme de limita si
extrem intelegem problemele de determinare a valorilor maxime sau minime ale unei marimi in conformitate cu
anumite conditii initiale. La rezolvarea acestora intervine in mod expres, pe langa aplicarea unor metode de calcul,
efectuarea unor operatii de dificultate sporitd, cum ar fi: determinarea valorilor extreme ale unor marimi, care sunt
functii de o altd marime mecanica sau geometrica; reprezentarea graficd a unei marimi ca functie de altd marime;
generalizarea mai multor rezultate detinute in problemele particulare intr-o prima reuniune a acestora ntr-o problema
generald; discutarea fenomenelor ce au loc intr-o problema dupa valorile marimilor care intervin; folosirea in calcule a
unor marimi $i operatii matematice mai dificile.

Pe parcursul rezolvirii problemelor de maxim §i minim apar una sau mai multe marimi ce depind de o altd
marime din aceeasi problema, considerata ca variabila independentd. Prin enunt se cere sa se determine extremele
marimilor functiei. Rezolvarea unor astfel de probleme pot fi intelese in profunzime daca se poseda cunostinte de calcul
diferential, calcul vectorial, inegalitati matematice, sau s-ar face analogia cu modele matematice. Existda mai multe
metode de rezolvare a problemelor de limita gi extrem. Pentru rezolvarea unei probleme concrete este necesar de a se
alege cea mai rationala metod.

in continuare se vor enumera si vor fi descrise cateva metode de rezolvare a unor astfel de probleme prin:
folosirea notiunii de derivatd a functiei; ecuatia parabolei, cu folosirea formulei varfului parabolei; discriminantul
ecuatiei patratice; utilizarea unor identitati si inegalitati algebrice remarcabile; folosirea inegalitatii Cauchy;
utilizarea proprietatilor functiilor trigonometrice; metoda geometricd.

2. Metoda de rezolvare prin folosirea notiunii de derivati a functiei
Posedand cunostinte de calcul diferential, rezolvarea problemelor de extrem implicd, in general, etapele
urmatoare:

- stabilirea relatiei dintre mirimea y al carei extrem il ciutim si marimea x de care ea depinde, Y = f(x);

- calcularea primei derivate a functiei in raport cu X, y'=f ’(X);
- anularea derivatei si calcularea lui Xy care asigura extremul Yp;
- introducerea valorii xm Tn f si calcularea extremului Ym(Xm);
- verificarea si interpretarea rezultatului.
Acest algoritm asigurd rezolvarea fara dificultati a problemelor de limita si extrem. Din conditiile problemei
este usor de precizat natura extremului.
Daci diferentiala schimba semnul functiei din ,,+” in ,—”, atunci extremul functiei Ym(Xm) reprezinta un
maximum, iar daca diferentiala schimba semnul functiei in mod invers, atunci extremul functiei Ym(Xm) reprezintd un

minimum. Cand apar dubii, se calculeaza si derivata a doua. Daca y"(xm) este pozitiva, atunci y are un minim pentru
Xm, T caz contrar avand un maxim. Se vor prezenta doud exemple de probleme rezolvate:

a) Doud drumuri se-ntretaie in punctul O sub un unghi drept. In acelasi moment, doud automobile pleacd din
punctele A si B situate pe aceste drumuri, indreptandu-se spre incrucisarea lor. Miscarea automobilelor fiind uniform
acceleratd sa se determine timpul la care distanta dintre cele doud automobile va fi minima (OA = xo, OB = yo) (fig. 1).
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Fig.1.
Rezolvare:
Miscarea mobilului care pleacd din A are ecuatia: a,t?

2 =Yo
X = xo — 21t 2 @)
2, @
iar cea a mobilului care pleaca din B:
Distanta intre punctele A" si B’ este:

AB =x? +y? =d? 3)

unde:
1
d?=x?+y% = (xg + yé)—(xoa1 +Yoa, It? +Z(a12 +z:122>4
: (4)
respectiv:
d= \/(xg + yg)—(xoal +Yoap 2 +%(a12 + azz)“
: ()
Extremeledistantei d renzultd din anularea derivatei functiei d Tn raport cu timpul:
d(d) _ —2t(x0al+y0:';12)+(a12 +a§)3
dt
206 + 8 ) b2 + vo2 )+ Lfad +a
: (6)
Timpul corespunzitor distantei A'B" minime este dat de:
(alz + ag}z = 2(X0a1 + yoaz)’ (7
adica
t— 2(¥ay + Yoay)
a? +a; ®)
Pentru aceasta valoare a timpului distanta d este:
d = Y021~ Xod
2, .2
b) Un punct material greu M se arunca din 0 cu Ul

viteza inifiala. Vo, intr-o directie care face cu axa Ox |
unghiul @ . Un plan P, perpendicular pe planul vertical Tn ;

care se afld traiectoria, face cu orizontala unghiul s (fig.
2). Miscarea facandu-se in vid, se cer: a) distanta OA la
care traiectoria atinge planul P; b) timpul necesar ca sa
se ajunga din O in A ; c) unghiul B fiind dat, sa se
determine unghiul @, astfel ca distanta OA sd fie maxima.

Rezolvare: .
Ecuatia de miscare a punctului este: Fig. 2
42
respectiv. "’ — 9 L 2 , unde am notat cu I vectorul de pozitie al punctului M.

Conditiile initiale fiind t=0, F=0 T=% constantele de integrare sunt C, =0 , Co=V si solutia ecuatiei are

forma:

.2 2
F:£+\70t:votcosa-i'+[v0tsina—£J]
2 2

, (11)



2
—vitsing -3
X = Vot cos & y=Votsina 2

Sau .
Ecuatia traiectoriei este parabola
0%’
y=xtga - ———
2Vy COos” & (12)
a) Ecuatia dreptei OP fiind:
y=xgp (13)
Punctul de intersectie al curbei cu dreapta are coordonatele:
2 2
X = Zi(tgaz —tgp)cos’a y, = Zi(tgoc —tgp g cos? a
g , g , (14)
Distanta OA este:
2 .
A= Xa _ 2% (sza —tg3 cos? aj
cosf gcosp 2 (15)
b) Timpul necesar pentru parcurgerea distantei OA este:
th=—A = %(Sina ~tgBcosa)= 24 sinla — )
VopCosa ¢ g cos g (16)
dOA 0
c) OAeste maximcand da | adica:
cos2a —tgf - 2cos a(—sina)=0 (17)
respectiv
cotg2a =—-tgps ’ (18)

3. Metoda de rezolvare prin ecuatia parabolei, cu folosirea formulei varfului parabolei
O alta metoda de rezolvare a unor probleme de limita si extrem se reduce la alcatuirea unei ecuatii de tipul

y= f(x)’ ce exprima dependenta a doud marimi variabile din problema si cercetarea ulterioara a functiei obtinute la
maxim si minim. Vom incepe prin determinarea extremelor functiei polinominale de gradul II de forma
a2
y(x)=ax +bx+c (19)

unde a#0gj abceR (multimea numerelor reale). Graficul acestei functii este o parabola. Ne punem problema de a
determina coordonatele varfului parabolei. Se face urmatoarea transformare:

) , b ¢ , b b2) b2 ¢ b 4ac—b?
ax“+bx+c=a X +=X+—|=a | X +2 —Xt+t—5 |-+ [=A X+~ | +———
a a 2a 4a 4a a 2a 4a

(20)
X+ i X=— L
Al doilea termen al relatiei (20) nu contine X, de aceea pentru 2a , adicd pentru 2a | obtinem extremul
functiei:
Yora(Yimin ) = dac—b*
max min 4a l (21)

Maximul functiei y(X)are loc pentru a < 0, iar minimul pentru a > 0. Daca a < 0 ramurile parabolei sunt
indreptate in jos, iar dacd @ > 0 ramurile parabolei sunt indreptate in sus. Vom analiza urmatorul exemplu:

) Vom calcula inaltimea maxima la care ajunge punctul M de la problema precedentd, pe traiectoria pe care o
descrie, prin metoda de rezolvare prin ecuatia parabolei, cu folosirea formulei varfului parabolei.

Rezolvare:

Conform relatiei (12) traiectoria este parabola:

gx°

X xge
2v¢ cos? a

y =
: (22)
Vom determina coeficientii functiei polinomiale de gradul II (&, b, ¢) datd de relatia (19), prin identificare cu
expresia parabolei data de relatia (22):
2

gx

———>——+Xtga =ax’ +hx+c
2V Cos“ o

: (23)
_ 9

T oy2 ana2
de unde rezulta: Vg cos®a . b=tga. c=0



Functiei y(x) are un maxim deoareceloc a < O si ramurile parabolei sunt indreptate in jos. Deci maximul
functiei Y(X), adica indltimea maxima la care ajunge punctul M, data de relatia (21), vafi:

Jo9 0-tg’a sin?
2 2 2 - 2
4ac—-b 2v§ Cos“ a c0s2 o v
Ymax = Nmax = > - - = L2
4a A [ g J 49 2gsin’ a
S e e 2 a2
2vZ cos® a 2vg COs” &
0 : (24)
4. Metoda de rezolvare prin discriminantul ecuatiei patratice
Pentru determinarea extremelor functiilor de gradul 11, de forma:
a2
y(x) = ax +bx+c (25)
egalam aceasta functie cu zero si gasim discriminantul
A=b*—-4ac>0 (26)
de unde gisim valoarea maxima sau minimi a uneia din variabile. Daci, de exemplu, vrem si gisim variabila ®max | din
b? b?
as— Aax = —
relatia (26) rezulta 4¢ | de unde rezulta ca 4c

2
b® > 4ac=b=v4ac = b, =v4aC {, continuare vom da un

Dacé vrem sa gasim bmi", din (26), obtinem
exemplu de problema:
d) Din acelasi punct §i in acelasi sens, pe o traiectorie rectilinie, pleaca doua mobile. Primul mobil se

v, =2m/s =6m/s

, iar cel de-al doilea pleacd cu viteza inifiald Vo2 si cu o anumitd

intdrziere fatd de primul mobil, deplasindu-se uniform incetinit cu acceleratia &= 05m/ 52. Sa se determine valoarea
maximd a timpului de intdrziere la plecarea celui de-al doilea mobil fata de primul, pentru care mai este posibild
ntélnirea.

Rezolvare:

Notam cu t timpul masurat din momentul plecarii celui de-al doilea mobil pana la intdlnirea cu primul, iar cu t;
timpul de intarziere a celui de-al doilea mobil fata de primul. Deplasarile celor doud mobile sunt:

deplaseaza cu viteza constantd

sy =Vt +t), (27)
sy —vogt - 2
2 = Vool =—~
2, (28)

Din egalitatea drumurilor 5t = S2rezulta:
2
2 , (29)
Rezulta ca intdlnirea celor douda mobile este posibila, daca discriminantul ecuatiei patratice (29) cu variabila t
indeplineste conditia:
2
de unde rezulta expresia timpului de intarziere:
2
t, < (Voz — V1)
Mo (32)
Din relatia (31) rezulta ca:
, = (Vop —v1)°
max 2V1 ’ (32)

Observatii:

<t . At . . o o cooge . .
1.Dacd * = = mobilele se vor intalni de doud ori, ecuatia (31) avand doud solutii distincte si pozitive. Acest
lucru este Tntr-adevar realizabil. Prima din cele doua intalniri va avea loc prin ajungerea si depasirea primului automobil
de catre cel de al doilea, iar a doua, prin ajungerea si depasirea celui de al doilea mobil de catre primul.

- N t, >t
2.Incazulincare *  *

urma primul mobil.

mTntalnirea nu este posibild, deoarece cel de-al doilea mobil nu mai poate ajunge din

5. Metoda de rezolvare prin utilizarea unor identitati si inegalititi algebrice remarcabile
Tn multe tipuri de probleme de extrem pot fi folosite identitati si inegalitati algebrice si aritmetice remarcabile,
substituind cu succes calculul diferential complicat. In cele ce urmeaza ne vom referi la cateva inegalitati si identitati cu
utilizare mai frecventa in solutionarea problemelor de extrem si vom aminti pe cele mai putin frecvente, dar folositoare
Tn anumite cazuri.



My <My <M m

Inegalitatile mediilor, 9 2 n care Mar este media armonici a numerelor reale strict pozitive i

i=1,..n Mg . s . oMy . . .. .
, - media geometricd a acelorasi numere, iar '@ - media aritmetica a acestora:

n

a

i=1 : (33)
Inegalititile devin egalitati daca si numai daca 81 =32 === 8n
Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz are forma:
n 2 n n
i=1 i=1 i=1 (34)

unde &P R

Inegalitatea devine egalitate pentru & =KB unde K€R . Daci in loc de @ si Pidin relatia (34) folosim
1
a

numerele pozitive ‘/a_i si ‘/—' , rezultd un caz particular al inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwartz cu o arie larga de

utilizare in problemele de extrem:
n n 1 )
3 —1|=n

i=1 “i

(35)
Inegalitatea (35) devine egalitate numai daca % =32 == &n
Inegalitatea lui Lagrange are forma:
n n n 2 n 2
[Zain[zbizj_(zaibij = Z(aibj ~a;)
i=1 i=1 i=1 i,j=1 7 (36)
unde &b R

Atat inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz, cét si inegalitatea lui Lagrange pot fi folosite cu succes in
problemele de extrem din fizica (si nu numai) in locul metodei cunoscute sub denumirea de multiplicatorii lui Lagrange,
care face apel la cunoasterea derivatelor partiale a unei functii reale de n variabile reale.

in aceeasi categorie a inegalitatilor remarcabile sunt de amintit inegalitatile lui Minkovscki, inegalitatea lui
Holder, inegalitatile lui Bernoulli, inegalitatea lui Cebisev, inegalitatea lui Jensen, precum si alte inegalitati ce se pot
gasi in unele manuale si tratate de matematicd elementara. Vom da un exemplu de problema rezolvata:

e) Se dau n resorturi mecanice care se monteazd o
data in serie, §i alta data in paralel. Cunoscand ca intr-un
caz §i in celalalt corpul care se ataseazda sistemelor

oscilante formate este acelasi, sa se determine relatia - j i -
dintre constantele elastice ale resorturilor respective,
astfel incdt raportul dintre perioada de oscilatie a
]
my
my
b)

sistemului serie si perioada de oscilatie a sistemului
paralel de resorturi sa fie minim. Care este valoarea
acestui raport minim?

Rezolvare:

Notam cu m masa corpului ce se ataseaza celor
dou sisteme oscilante si cu i, unde 1€ [1’”], constantele
elastice diferite ale resorturilor montate in serie si, a)
respectiv, Tn paralel. Tn cazul sistemului oscilant serie (fig. Fig. 3

3, a), perioada de oscilatie:

. (37)
iar in cazul sistemului oscilant paralel, perioada de oscilatie este:

Tp =27 }ﬂ =2
Kp

; (38)
Facem raportul perioadelor si obtinem:



T o o1
Tt DILY DIy
p i=1 i=1
; (39)
Vom folosi cazul particular al inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwartz, sub forma relatiei (35):
n n
1 2
a; —(=n
; I ; ai . . - - . ca =a, =..=a
= = , inegalitate care devine egalitate numai daca “1 = “2 =~ “n
Vom aplica aceasta inegalitate pentru cazul nostru si obtinem:
Ton
T
P ; (40)
Raportul dintre perioada de oscilatie a sistemului serie si perioada de oscilatie a sistemului paralel de resorturi
este minim:
LIS
Tp )
min , (41)
daca resorturile au aceeasi constanta elastica ky=kp =...=k, =k , adica resorturile sunt identice.

6. Metoda de rezolvare prin folosirea inegalitatii Cauchy
Este cunoscutd regula matematica: valoarea medie aritmetica a doud numere pozitive a §i b nu este mai mica
decdt valoarea medie geometrica ale acestora, adica.

a+b 2@
2 , (42)

a+b=\/£

in afard de aceasta, este cunoscut ci egalitatea ab 2 se respectd numai pentru &= b jar inegalitatea

a+b > Jab
2 se respecta pentru @ # D

De aici rezulta teorema despre produsul constant: suma a doud numere pozitive variabile, al caror produs este
constant, are valoare minima atunci cand cele doud numere sunt egale.

Din relatia (42) rezulta ca:
2
ab < (a + bj
2 (43)

Semnul ,, = ” se respectd pentru &= b , iar semnul ,, < ” pentru &7 b Rezulta teorema despre suma constanta:
produsul a doua numere pozitive variabile, a caror suma este constantd, are valoare maxima atunci cand cele doua
numere sunt egale.

1

Din teorema despre produsul constant rezultd ca suma a doud numere reciproc inverse @ si & nu este mai micd
decét doi:

a+122

a | (44)

R a-lzl . az1 a+1:2 ail
Intr-adevir, produsul @ este constant. Insd dacd a atunci 2=1 iar suma a . Pentru a,

1 1

a+—n>2 y=— ( +x)- -2
n baza teoremei despre produsul constant, rezulta a . De aceea, daca avem functia X', atunci Y+ Xmin .
Vom da un exemplu de problema rezolvata:

f) Doua autovehicule A si A> pornesc simultan din P
acelasi punct M si se deplaseaza in aceiasi directie si in
acelagi sens cu vitezele v1 si v (V1 < V), descriind un drum
rectiliniu. Dupa cit timp de la pornire, unghiul o sub care
se vad autovehiculele dintr-un punct P, situat la distanta
PM = d, este maxim? (fig. 4).

Rezolvare:

Notam MO = di departarea punctului M fata de
piciorul perpendicularei duse din P in O si cu PO= h
lungimea acestei perpendiculare. Fig. 4

Dupa timpul t de la pornire, distantele parcurse de cele doua autovehicule in migcarea uniforma si rectilinie vor
fi:



MAg_ =V1t < MA2 =V2t . V1 vy
Din fig. 1 rezulta ca a = f — y, astfel ca:
tger = g -19y
1+tgp-tgy , (45)
Din 4 POA,, avem:
~OAy OM+MA, dj+vyt

tgpB =
9p PO PO h (46)

iar din 4 POA, avem

OAy OM +MA; dg+vqt

PO PO  h (47)
Substituind relatiile (46) si (47) in (45), obtinem:

tgy =

h(v, —v
gy M)
+a1 +V1V2t+dl(V1+V2)
) (48)
Dar, cum se vede din fig. 4:
si deci
tgar—— h(v —vy)
7+V1V2t+d1(V1+V2)
t : (50)

2
— + Vvt > min
Unghiul & —> MaXdaci t .
Conform teoremei despre produsul constant, suma a doud numere pozitive variabile, al caror produs este
constant, are valoare minima, atunci cind cele doud numere sunt egale.
Rezulta ca:

d2—vv'[':'[— d
— =VyVt; =
! Vavz (51)

g) Doua forte concurente F1 si F», ale caror directii
fac un unghi a, au marimi variabile, insa suma acestor
marimi este constantd §i este egala cu F. Sd se determine
marimea fiecaruia din cele doua forte, astfel incat
marimea rezultantei lor R sd fie minimd, precum i aceastd
valoare minimd. Sd se analizeze rezultatul obtinut in

functie de unghiul %< [0.7] considerand trei cazuri:
aay avy =7 o Fig. 5
2, 2 si 2. Aplicatie numerica: @=60" si F
= 4N.
Rezolvare:

Rezultanta R a celor doui forte se determina prin aplicarea teoremei cosinusului in triunghiul fortelor (fig. 5):

2 2 2
R® =F +Ff —2F;F, cos(z —a) (52)

de unde, obtinem:

R=+[F2 + F2 + 2F;F, cos(7 — )

; (53)

7 s 7

a<d—= a>— a==
Semnul “ + ” in relatia (53) se pune daca 2 jar semnul “ — “’se pune daci 2 Daci 2 este evident

2FF, cos =
ca produsul 2 este nul.
Luand in considerare enuntul problemei, avem:

Fi+F=F = F2+Ff=F%2-2FF, (54)

Substituind relatia (54) in (53), obtinem:
R= \/FZ —2F,F,(1+cosa)

; (56)
Conform teoremei despre suma constantd: produsul a doud numere pozitive variabile, al caror suma este
constanta, are valoare maxima atunci cand cele doua numere sunt egale.




d 2F1F2 —> Max

Rezultd ca R —>mMax atunci can , iar aceasta se indeplineste daca:

F1=F2=E
; 2, (57)
In acest caz:
R—E /1100505
2 (58)
Consecinte:
aqz Rmin:F005ﬁ=4N'£=2\/§N Otl>£ RminzFSing:4N-1:2N
- daca 2 2 2 - daca 2 2 2 :
a=2 Rmin=F£=4N'£=2\/§N
- daca 2 2 2 _

7. Metoda de rezolvare prin utilizarea proprietitilor functiilor trigonometrice
In acest caz se utilizeaza formulele de reducere a unor functii trigonometrice mai complicate la o forma mai

simpla.

h) Un corp de masd m este deplasat uniform pe un Proiectam legea a I1-a a lui Newton pe axe:
plan orizontal cu ajutorul unei forte F, ce formeazd cu Ya -
orizontala un unghi o . Coeficientul de frecare dintre corp ~ F
si planul orizontal este u . Sa se determine valoarea - N “‘/
unghiului a pentru care valoarea fortei F este minimd, F, 1 o X

precum §i valoarea acestei forte.
Rezolvare: ~
G

Construim diagrama schematica a tuturor fortelor )
care actioneaza asupra corpului (Fig. 6) si scriem legea a Fig. 6
I1-a a lui Newton in forma vectoriala:

F+N+G+F; =0

, (59)
OX :Fcosa—F; =0= Fcosa =F; =uN (60)
OY:N+Fsina—mg:0:>N=mg—Fsina7 (61)
Substituim relatia (60) in (61) si obtinem:
F cosa = u(mg — F sina)= F(cosa + usina)= umg = F —__Hm9
CoOSa + usSina 7 (62)

1 cosa+ usina

Forta F este minima daca numitoru are valoare maxima. Vom introduce un oarecare unghi £ ,

(unghi de frecare) pentru care #~ 9/ si facem urmatoarea transformare trigonometrica:

. sing . Cos Cos f —sina sin cos(a —
COSa + uSina =Co0S o + 'BSII’IOC: ﬂ ﬂ= ( ﬂ)
cos cos cos 3 (63)
Rezultd ci valoarea maxima a numitorului C05% +#SIN& e ohtine pentru:
COS(a—ﬁ)zl:>a—ﬁ=0:>a=ﬂ:>,u=tga (64)
Substituim relatia (64) in (62) si obtinem:
sina m sina
motga .
F= Hmg I Q: 9 - S(i:r?Sa -— cosw2 —mgsina
. a . i
CoOSa+ usSine  COSa+10a-SIna COSer + .sina CoS" a+SIn"“ a
Cosa coSa ’ (65)

8. Metoda de rezolvare prin metoda geometrica
Rezolvarea problemelor de extrem prin aceastd metoda implica construirea unei diagrame schematice, trasarea
tuturor fortelor care actioneaza asupra unui punct material sau asupra unui sistem de puncte materiale, compunerea
fortelor sau reducerea sistemului de forte la o forta rezultanta etc.
i) Vom face rezolvarea problemei precedente prin F+G+N+F; =0=F+G+Q=0;(N+F; =Q)
metoda geometrica: '
Construim diagrama schematica a tuturor fortelor (66)

care actioneaza asupra corpului (fig. 7, a) si compunem Din figura 7, rezulta:

Fi . N . . Q
f si N, obtinand forta de reactiune Q , cu care suprafata
actioneazd asupra corpului. Scriem legea a II-a a lui

Newton in forma vectoriala:



a) b)
Fig. 7

T

BN,
N N (67)

tgyp =

Egalitatea vectoriala (59) formeaza un triunghi (fig. 7, b). Forta —F p min daca F—min gacs

FLQ=a=9 (caunghiuri dintre laturile reciproc perpendiculare) = 9% =#  Rezulta ca:
Fiin = Mg sina , (68)

9. Concluzii

Tn lucrare au fost prezentate importante metode de matematici superioard si matematici elementard de
rezolvare a problemelor de limita si extrem. Subiectul insd nu este epuizat nici pe departe. Existd Incad multe alte metode
particulare, prin care matematica poate aduce notabile servicii privind rezolvarea problemelor de extrem.

Celor interesati care doresc sa-si aprofundeze cunostintele din domeniu le-ar fi utile urmatoarele sfaturi:

1. Dupa obtinerea modelului matematic al functiei, ce descriec un fenomen sau proces fizic, se incearca
aplicarea uneia dintre metodele elementare de determinare a extremelor functiei si numai in cazul in care aceste metode
nu pot ajuta la rezolvarea problemei se apeleaza la calculul diferential.

2. Aplicarea uneia sau alteia dintre metodele elementare prezentate, pentru rezolvarea acestui gen de probleme,
trebuie sa se faca pe criteriul simplificarii metodei.
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Rezumat

Analiza amanuntitd a rezultatelor obtinute din rezolvarea unor probleme de mecanicd se poate face prin
interpretarea grafica a procesului in care este implicat sistemul mecanic. La rezolvarea problemelor se obtin rezultate
care au sau nu sens fizic, sau sensul lor este foarte greu de interpretat. Reprezentarea grafica permite sa se explice mai
clar rezultatele obtinute, fenomenele care au loc iar, in unele cazuri, chiar si se evite unele greseli de rezolvare. Tn
lucrare se examineaza exemple de probleme prin aplicarea metodei grafice.
Cuvinte cheie

Mecanica, probleme, grafica.

1. Introducere

Reprezentarea grafica isi propune sa prezinte relatiile dintre idei, date, informatii si concepte folosind o harta
vizuald sau o diagrama. Reprezentarea graficd este usor de inteles si disponibild si poate fi editatd si partajata.
Reprezentarile grafice depind de tipul de cunostinte de reprezentat si de domeniul de invatare si sunt una dintre cele mai
eficiente strategii de invatare.

Avantajele reprezentarilor grafice: faciliteaza si imbunatatesc invatarea; ajuta la intelegerea continutului; pot fi
folosite intr-o varietate de subiecte; creste gindirea structuratd; ajuta la crearea de prezentdri sugestive; imbunatateste
comunicarea; utile pentru auto-evaluare si evaluarea informatiilor; Creste creativitatea si contribuie la brainstorming.

2. Aplicarea metodei grafice la analiza rezultatelor problemelor

Pentru a face o analizd mai profundad a rezultatelor obtinute in urma rezolvarii problemelor de mecanica si
pentru intelegerea fenomenelor care au loc, deseori este necesard o reprezentare grafici a rezultatelor obtinute. in
acelasi timp, o multime de probleme se reduc la rezolvarea unor ecuatii de gradul doi sau trei, care au, corespunzator,

Rezolvarea graficad a acestor ecuatii ne permite sd determindm cate solutii poate avea problema, care din ele au
sens si care nu. Unele probleme, care se reduc la rezolvarea ecuatiilor de gradul trei, in genere, nu pot fi rezolvate
analitic, ci numai grafic.

In cele ce urmeaza vom da céteva exemple de rezolvare a problemelor si de analiza a rezultatelor obtinute,
utilizdnd metoda grafica.
a) Un corp aluneca pe un plan inclinat sub un unghi « fata de orizont. Coeficientul de
frecare dintre corp si plan este . Pentru ce valoare a unghiului a acceleratia

corpului este a ?
Rezolvare:

Proiectiile fortelor de greutate G si de frecare _ pe axa x (axa miscarii) (fig.1), sunt
f

, i

Fig. 1

G =mgsina 2
Fi =—uN =—pmgcosa = —pumgv1l-sin® o

Acceleratia corpului este:
: @
a=gsina—gvl-sin’a = g(sina—y 1—sin2a)

Din ultima expresie rezulta ecuatia patrata:

2
a=gsina— mgv1l-sina = ugvl-sin®a = gsinoz—a;Q
=

:,uzgz(l—sin2 a)z g?sin?a—2agsina +a’;=
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2
:(1+,uz)sin2 a—2§sina+:——,u2 =0

2

Solutiile acesteia sunt:

: @)

sina =

Din expresia obtinutd vedem cd una si aceeasi valoare a acceleratiei matematic poate fi obtinutd pentru doua
valori diferite ale unghiului ¢ . Din ce cauza obtinem acest rezultat si pot avea oare sens fizic ambele radacini ale

expresiei (2)? Pentru a raspunde la aceasta intrebare vom construi graficul dependentei a=f (Sina)'
Deoarece , expresia (1) poate fi 15
cosa =+y1-sina - R
scrisa si sub forma: 1oL P '
' (3) L r"/
a=gsina+gVl-sin‘a . e
- #
Expresia (3) nu are sens fizic, deoarece aceasta expresie ar //’
corespunde unei forte de frecare orientate Tn directia <7 . o
miscarii corpului. E % 4
In fig. 2 sunt reprezentate grafic dependentele = e
. obtinute din expresia (1) (linie neintrerupta © St/
a= f(sina) t p (D ( pta) K
si din expresia (3) (linie intrerupta). 10 1
Din figurd vedem ca doud valori pozitive ale aceleasi o o,
acceleratii pentru diferite unghiuri de inclinatie a planului 15 . , . . 1 2
si o le putem obtine numai in cazul expresiei (3), 1.0 05 0.0 05 1.0
1 2
care nu are sens fizic, iar din expresia (2) sens fizic are sin o
doar valoarea pozitiva. Deci, una si aceeasi valoare a Fig. 2
acceleratiei poate fi obtinutd doar pentru o singura valoare
a unghiului ¢ .
b) Pe un disc este fixat un resort de un capat al cdruia este prins un corp
mic de masda m. Resortul are lungimea | iar corpul se afla la distanta
0 2
X de la axa de simetrie a discului (fig. 3). Resortul se extinde si corpul se I
0 II
fixeaza la distanta r de la axa discului, astfel incdt miscarea lui se '
1 '
limiteaza de limitatoarele 1 si 2 in intervalul unde r este )
n<r=<rn
distanta de la corp pand la axa discului. Coeficientul de elasticitate a Fig. 3
resortului este | . Intreg sistemul se roteste cu viteza unghiulara o .
Pentru ce valoare a vitezei unghiulare corpul se va afla la distanta
?. Masa resortului se neglijeaza.
rn<r<ar sy
Rezolvare:
Asupra corpului actioneaza fortele:
®)

H 4 )
Fy=k(r+x) ® F, =mo?r

Egaland aceste doua forte, obtinem relatia dintre viteza de rotatie a discului @ si distanta I pana la pozitia de echilibru
a corpului:

: 6
K(r + %o ) = ma?r (©)
S-ar pérea cd, exprimand @ din (6), putem determina viteza unghiulara pentru care corpul se va afla la orice distanta

Tde la axa de rotaie. insa, in realitate problema este mai complicat.
Il vom exprima pe r din (6):
, (7



Din (7) vedem ca rezultatul obtinut este valabil doar pentru . Pentru waay obtinem | 4

[N —\/?
= 0 — -
m

si expresia (4) in acest caz nu este valabild. Pentru o= pozitia de echilibru a corpului se va afla la o distanta infinit
=
de mare de la axa discului.
Pentru a explica fenomenele care au loc, reprezentam grafic functiile F (r) si = (r) din expresiile (4) si (5) (fig. 4).
1 2

Din fig. 4 se observd ci pentru orice vitezd unghiulard mai micd decat , la distanta , si forta de
o3 r=r’'Feok"

reactiune a limitatorului mentine corpul in stare de repaus. La o= sistemul trece Tn stare de echilibru instabil,
-

resortul incepe s se extinda si corpul se indeparteaza la distanta r—r (In lipsa limitatorului 2 resortul se va extinde
2

nelimitat). La marirea vitezei unghiulare, limitatorul 2 mentine corpul la aceasta distanta. Micsorand viteza unghiulara a
discului, corpul se va mentine la aceeasi distantd pana la viteza

Wy <@y
La viteza o= sistemul iardsi se afli in stare de echilibru instabil si corpul trece in pozitia initiali. In pozitii
=,
intermediare sistemul nu poate sa se afle.
rn<r<ar
Graficul dependentei r (a)) are forma reprezentata in figura 5.
Fi r
Nfp--=-—-- - —
4 A
n—e—— > /
1 ]
1 ]
: :
r @, @, @
Fig. 4 Fig. 5

Deci, obtinem un fenomen analogic fenomenului de bistabilitate. Sistemul poseda doua stiri stabile. Trecerea
din prima stare Tn a doua are loc pe o cale (la viteza o ), trecerea din starea a doua Th prima are loc pe 0 alta cale (la
1

viteza PR Acest fenomen ar putea fi aplicat, de exemplu, la schimbarea vitezelor in cazul unui automobil cu cutia
2 1
de viteze automata.

¢) Un corp este aruncat vertical in sus de la suprafata pamantului cu viteza initiald Dupa intervalul de

v, =15m/s”’

. Peste cat timp se vor intalni

timp t, =15’ de la inaltimea H , este aruncat al doilea corp cu viteza initiald v, =3m/s

. . ) 5 . _
corpurile, daca 1) H, = 12m’ 2) H,=om’ Se va considerag =10 m/s.

Rezolvare:
Legile miscarii corpurilor sunt:
) ®)
gt
yp = Vit - T3
, 9)
glt—t)°

o =H i) -2

La momentul Tntalnirii coordonatele corpurilor y si y sunt egale. Egaland expresiile din partea dreapta ale
1 2

ultimelor ecuatii si facand transformarile respective obtinem:



2 2

ot glt—t ot o’ oty g%
Vit—Z— = H+V,(t—t)) -2 = vt == = H + Vot —Voty ——— +222 20 —
= 2(t-to) 5 = 2t =Valo =75 5 >
2 2
) (10)
2
H —vzto—%
St 2
Vi =V, — Qi
Vi VA
H =~
‘]
I HL - -
1/ | |
! | | |
! | | |
'-" | | |
I | I |
I | i1
I | Hy I |
| | £ ¢ 1€y ! , R
: 4 I-' 1 T T T
0 1 2 3 0 1 2 3
R Fig. 4 fig. 5
Inlocuind valorile numerice in expresia (10), obtinem 1) t —2g 2) t. —05s" A doua valoare evident nu este reala,
1= 2 — M

deoarece corpurile nu pot sa se intdlneasca peste un timp tat Pentru a intelege din ce cauza obtinem aceste rezultate,
0
reprezentam grafic dependentele y= f(t) din expresiile (8) si (9) pentru primul caz (fig. 4) si pentru cazul al doilea (fig.

5)
Din figura 4 vedem ca rezultatul obtinut in primul caz satisface conditiile problemei, pe cnd n cazul al doilea, figura 5,
obtinem momentul de timp la care se vor intalni corpurile daca al doilea corp ar fi fost aruncat in acelasi moment cu

primul de la o inaltime H, cu o astfel de viteza vy’ incét la inaltimea H sa aiba viteza v,

d) Sa se demonstreze ca intr-o migcare curbilinie, acceleratia unui punct este egald cu cdtul dintre patratul vitezei
acestui punct §i jumdtatea corzii interceptate de cercul osculator pe direcsia acceleratiei lui (fig. 6).

Rezolvare:

Asa cum planul osculator intr-un punct al unei curbe in spatiu poate fi privit ca fiind pozitia limita a planului determinat
de trei puncte vecine, cand ele se apropie indefinit de punctul dat, cercul osculator este pozitia limitd a unui cerc
determinat de trei puncte vecine, atunci cand acestea se apropie indefinit de punctul dat.

Cercul osculator reprezinta cercul unic care are proprietatea ca este tangent la o curba intr-un punct al ei si are raza
egald cu raza curbei in acel punct.

Tn geometria diferential a curbelor, cercul osculator (sau cerc de curbura) al unei curbe intr-un punct dat P este cercul
limita catre care tinde cercul dus din trei puncte M, N, P ale curbei, cdnd punctele M si N tind cétre P.

Centrul acestui cerc se numeste centrul de curburi al curbei in punctul P, iar raza se numeste raza de curbura. Acest cerc
aproximeaza curba in vecinatatea acelui punct.

Punctul M mobil pe curba (C) are acceleratia Ny care face unghiul p CU normala principala pp -
M=
Se construieste cercul osculator de raza _ _ . Componenta normala a lui _ , (12)
p=0M ay ,
este _  ——, avand valoarea: a, =M
a, = MM ")

(11) Din egalarea relatiilor (11) si (12)

8 =ay C0S¢’ rezulta:

dar



: (13)

3. Concluzii

Din cele expuse vedem ci, utilizand metoda grafica de rezolvare a problemelor, putem explica sensul fizic al
rezultatelor obtinute (problema 1), sau putem explica fenomenele la care participa sistemul (problema 2). Rezolvand
doar analitic problema 2 nu putem depista sau explica prezenta efectului bistabilitatii.

Metoda grafica se utilizeaza cu succes pentru demonstrarea mai multor formule si legi, iar problemele grafice
(care, de obicei, contin in textul sdu un grafic), acopera o buna parte din arealul problemelor. Pe de alta parte, o analiza
profunda a rezultatelor obtinute la rezolvarea problemelor de poate fi efectuatd reprezentand grafic procesele la care
este supus sistemul.

Rezolvarea grafica, de exemplu, ne permite s stabilim sensul fizic al radacinilor ecuatiilor patrate (atunci cand
problema se reduce la rezolvarea unei astfel de ecuatii) sau sa explicam procesele care au loc, atunci cand sistemul trece
prin anumite stari, pe care le vom numi metastabile. De asemenea problemele grafice sunt omniprezente la examene.
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Rezumat

In aceastd lucrare se studiazi miscarea oscilatorie a unui pendul de torsiune si se determind momentul de
inertie al unui corp rigid (o placd) fatd de o axa de rotatic ce trece prin centrul sau de masa. Metodele folosite de
masurare a momentului de inertie fatd de o axa sunt cea care foloseste suspensia monofilara si cea care foloseste
suspensia trifilard. Am determinat momentul de inertie cu ajutorul pendululi de torsiune cu suspensie monofilara si cu
pendulul de torsiune cu suspensie trifilara.
Cuvinte cheie

Pendul de torsiune, moment de inertie, suspensie monofilara, suspensie trifilara,

1. Introducere

Tn mecanica clasici , momentul de inertie (numit si moment polar sau moment de ordinul doi sau mai putin
adecvat al doilea moment de inertie ) este 0 proprietate geometrica a unui corp, care masoara inertia corpului pe masura
ce viteza sa unghiulari variaza, o cantitate fizici utilizati in descrierea miscarii corpurilor in rotatie in jurul unei axe. Tn
miscdrile de rotatie, momentul de inertie joacd rolul pe care masa il joaca in miscarile liniare. Are doud forme: o
forma scalara (adesea numita pur si simplu moment de inertie ), utilizata atunci cand axa de rotatie este exact cunoscuta,
si o forma de tensor mai generala (numita tensor de inertie ), care nu necesita cunoasterea axei de rotatie.

Conceptul a fost introdus de Euler in cartea sa Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum n 1765 .
Momentul de inertie al unui corp fatd de o axa data descrie cat de dificila este schimbarea miscarii sale unghiulare in
jurul propriei axe. Existd doua definitii distincte ale momentului de inertie: momentul de masa de inertie, adesea
utilizat Tn dinamica si de obicei notat cu 1, si momentul de inertie de suprafatd, utilizat, de exemplu, in stiinta
constructiei si mai des denumit J. Tn sistemul international, unitatea de moment de inertie de masa este , In timp

kg - m*
ce pentru momentul de inertie de la suprafata este

m-1-

1.1 Moment de inertie in masd.

Momentul de inertie al masei este definit ca al doilea moment al masei in raport cu pozitia. Este o functie a
geometriei obiectului examinat, in special a modului in care masa este distribuita in interiorul acestuia. De exemplu,
luati in considerare doua discuri (A si B) de aceeasi masa. Discul A are o raza mai mare decat discul B. Presupunénd ca
au grosimea si masa distribuite uniform, este mai dificila accelerarea discului A (modificarea vitezei sale unghiulare ),
deoarece masa sa este distribuitd in asa fel incat sa fie mai departe decat axa sa de rotatie: masa care este cea mai
indepartatd de axa trebuie sd aiba, avand fixatd viteza unghiulara, o viteza mai mult tangentiald si, prin urmare, mai
multd energie decat masa care este mai aproape de centrul de rotatie. In acest caz, discul A are un moment de inertie
mai mare decat discul B. Momentul de inertie in forma sa scalard este util pentru rezolvarea a numeroase probleme, de
exemplu, explica de ce diferite obiecte care se rostogolesc (cum ar fi sferele, cilindrii sau inelele) pe un plan inclinat cu
frecare o fac cu acceleratii diferite. De exemplu, un inel va rula mai lent decat un disc cu aceeasi masa si raza. De fapt,
masa inelului este situatd departe de centrul de rotatie si, prin urmare, la aceeasi viteza, energia cineticd acumulata de
corp este mai mare. Cu toate acestea, pentru probleme mai complicate in care se modifica axa de rotatie, tratamentul
scalar este inadecvat, de exemplu Tn giroscop , sateliti si toate obiectele a céror aliniere se schimba.

1.2 Moment de inertie al suprafetei.

Momentul de inertie de suprafata al figurilor plane in raport cu o axa este frecvent utilizat Tn ingineria
civila si ingineria mecanica . De fapt, este direct corelat cu rezistenta sectiunii unui element supus la indoire n raport cu
sarcinile ortogonale fata de axa de referinti. In practici, momentul de inertie este o cantitate care indicd rezistenta unei
figuri plane la rotire fatd de o axd de referintd: cu cat este mai mare momentul de inertie, cu atat este mai mica
capacitatea de rotire pe care o va arata sectiunea. Cazul tipic este cel al fasciculului. Daca fortele de pe fascicul au
directia y , momentul de inertie al sectiunii se calculeaza in functie de axa X (ortogonala la y ) care trece prin centrul de
greutate al sectiunii fasciculului. In practica, cu acelasi material , cu cat este mai mare momentul de inertie, cu atat este
mai rezistentd grinda. Mai mult, cu cat materialul este mai departe de axa care trece prin centrul sdu de greutate, cu atat
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creste momentul de inertie. Pentru a realiza acest lucru, este suficient sa retinem cd In urmatoarele formule pentru
calcularea momentului de inertie indltimea ha diferitelor figuri este cu exponent 3. Grinzile de otel au adesea
o sectiune | (IPE sau NP) sau H (Profiluri HE), tocmai pentru a exploata materialul cat mai mult posibil, plasandu-I
departe de centrul de greutate al sectiunii.

Pendulul, este un corp solid care poate oscila Tn jurul unui punct fix sau al unei axe fixe cand este scos din
pozitia de echilibru stabil. Pendulul de torsiune, este un exemplu de miscare sinusoidald a unui corp suspedat de un fir
(suspensie monofilard), de trei (suspensie trifilard), sau chiar patru fire.

2. Generalitati
Una din miscérile importante intalnite in naturd este miscarea oscilatorie (0
particuld oscileaza cand se deplaseaza periodic in jurul unei pozitii de echilibru), in care deplasarea poate fi exprimata
prin functia data de rel. 1:
@)

X=X, sin(w-t+¢)’

O astfel de misgcare, continudndu-se (in mod theoretic) la infinit, poartd numele de vibratie armonica.
Mirimea variabild X se numeste elongatie. in teoria vibratiilor mecanice ea poate fi o deplasare sau un unghi.
Marimea Xo, reprezentand valoarea maxima a elongatiei, este amplitudinea vibratiei.

Mirimea o , misurati in rad/s (sau, ceea ce este acelasi lucru, in s%) este pulsatia vibratiei.
Argumentul ¢ se numeste faza la originea timpului.

Drumul si/sau spatiul parcurs de mobil intre doud treceri succesive identice prin aceeasi pozitie (afladu-se n
acelasi loc si mergand in acelasi sens) formeaza o perioada sau un ciclu al vibratiei. Perioada unei vibratii se masoara
prin durata de timp calculata cu relatia:

, )
2r
T=—
w
Inversul perioadei este firecventa vibratiei, notatd cu simbolul f sau v si se determina cu relatia:
: 3
1)
f=0=—
2r
Unitatea de masura a frecventei este Hertz —ul care este egal cu:
1Hz=1per./s’ “)

Vibratia unui sistem elastic, efectuatd numai in urma unui impuls initial, poarta numele de vibratie proprie sau
vibratie libera. Pulsatia ei este pulsatia proprie a vibratiei si se noteazd de obicei cu p. In acest caz, ecuatia vibratiei
armonice se scrie :

X=X, sin(p-t+¢) ®)

Daca miscarea vibratorie se afld sub efectul unei forte periodice, care o intretine, ea se numeste vibragie fortata
sau vibratie intretinutd.

O vibratie a carei amplitudine scade mereu cu timpul, datorita diverselor frecari din interiorul materialului sau
din exterior, este vibratie amortizata.

Dintre miscarile oscilatorii cea mai des intalnita in fenomenele naturale si care utilizeazd un model matematic
simplu este migcarea sinusoidala.

Cele mai simple migcdri oscilatorii sunt acelea cu un singur grad de libertate, care au o singurd masa
concentratd a carei migcare este definita printr-un singur parametru.

Ca exemple de astfel de sisteme, se pot cita:
- sistemul oscilant format din o masa m atirnata de un arc elicoidal vertical, de masa neglijabila;
- pendulul simplu, la care variabila este unghiul ¢;
- 0 masd concentratd m oscilind transversal la capatul unei lame elastice de masad neglijabila. Sistemul are un singur
grad de libertate, daca se ia ca variabila numai deplasarea transversald a masei m;
- un disc in vibratie de rasucire, asezat la capatul unei bare (sau fir) verticale de masa neglijabila.

Ca aplicatii ale miscérii sinusoidale, sunt:
- Pendulul simplu, definit ca un punct material greu de masa m suspendat de un punct O printr-un fir de lungime | de
masa neglijabila. Daca punctul m este deplasat lateral, dupa care este lasat liber, atunci punctul m va oscila;
- Pendulul compus, este un corp solid cu greutate proprie care poate oscila liber in jurul unei axe orizontale sub actiunea
greutatii;
- Pendulul de torsiune, este un alt exemplu de migcare sinusoidala a unui corp suspedat de un fir (suspensie monofilara),
de trei (suspensie trifilard), sau chiar patru fire.
Astfel, pendulul, este un corp solid care poate oscila Tn jurul unui punct fix sau al unei axe fixe cand este scos din
pozitia de echilibru stabil.

3. Metode de calcul folosite
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a) Suspensia monofilara
Ecuatia diferentiald a miscarii placii este:

o M deate=0 ©
J,0+—L20=0
L
n care:
: @
a? = Gl,
L-J,

in aceste relatii G este modulul de elasticitate transversal al firului (pentru otel ) | este

G=15-10°daN/cm?
momentul de inertie polar geometric al sectiunii firului:
,  (d - diametrul firului) (8)
z-d?
I, =
32

este momentul de inertie axial mecanic al placii fatd de axa de rotatie (OO' pe figura

| - este iungimea firului, iar 3
A

18.1).
Solutia ecuatiei (6) este:

. , 9
6= A, sin(at +¢,) )
n care si sunt constante de integrare.
AT o
Perioada acestor oscilatii este:
: (10)
2 J,L
T, = 7 27 |4
a Gl,
de unde rezulta:
; (11)
Gl T/
J, = 5
Azl
b) Suspensia trifilara
In cazul oscilatiilor mici (cu unghiuri de rotatie pani la 6° — 8%) ecuatia diferentiald a miscarii plicii este:
;osau .. ) , (12)
. Qrz 0+ ﬂ 8=0
J,0+—6=0
L
n care:
: (13)
2
r
o0
L-J,
Solutia ecuatiei este:
. , 14
O=A,sin(B-t+g,) (14)
si fiind constante de integrare.
A, 7 o,
Perioada acestor oacilatii este:
' (15)
2 J,L
T, =T =2z |24
B Qr
de unde rezulta:
: (16)
212
r<T
), QT




3.1 Pendulul de torsiune cu suspensie monofilard

(I 7/ P74
g
9
\10

Fig. 1. Pendulul de torsiune monofilar

Se pune problema sa studiem vibratia sistemului oscilant din fig. 1, format dintr-un volant de diametru D,
avand momentul de inertie fata de axa de rotatie J si un arbore (sau fir) de masa neglijabild cu diametrul d si lungimea |
, avand constanta elastica k.

Aplicand un cuplu exterior My, volantul se roteste cu unghiul ¢, iar cuplul ete echilibrat prin cuplul fortelor elastice ale
arborelui - & . In acest fel se stabileste o stare de echilibru. Daca cuplul exterior dispare, sistemul intrd in oscilatii de
torsiune. Luand ca variabild unghiul ¢ , ecuatia diferentiald a migcarii de rotatie este:

Jp=—ke’ 17
respectiv:
, (18)
.k
+—¢p=0
2 ] 2
Se noteaza:
: (19)
R p 2
si rezolvarea se face in felul cunoscut
, (20)
g+ p’p=0
@ = Acos pt + Bsin pt
Luind conditiile initiale
, (21)
t=0= {? =%
P=@
se ajunge la ecuatia miscarii
, (22)
@ = @, COS pt+&sin pt
Y
Sau
p=dsin(pt+6)’ 23)
Unde
1 1 (24)
. \2 P P
tgfd=—-
D=.|p; + (&j ’ Po
p
Pentru un arbore de lungime | si diametrul d, constanta elastica de rasucire este:
, (25)

k:%:Gﬂdz
| 32l




Aceasta valoare s-a dedus din formula deformatiei de rasucire:

; (26)
M.l
Ap=—1
Gl b
facind 4¢p = [ si calculand cuplul corespunzator.
Momentul de inertie al unui disc plin (volant), de greutate P si diametrul D, este:
' 27
;- mD* PD?
8 89

iar al discului cu obada subtire (v. roata de la o carutd, roata de antrenare surub robinet etc.) de diametru mediu D ,

neglijand masa spitelor este: 8)
, 28

~mb? PD?
4 49

J

3.2 Pendulul de torsiune cu suspensie trifilarda

Se pune problema si studiem vibratia sistemului oscilant din fig. 2. format dintr-un volant (platforma) de
diametru D = 2R, avand momentul de inertie fata de axa de rotatie J si suspendat de trei fire de lungime | dispuse
simetric si fixate la periferia platformei. Firele sunt fixate in partea superioara de un disc de raza r, fix.
Daca punem in miscare platforma, printr-o mica deplasare unghiulara cu un unghi ao, aceasta va avea o miscare
oscilatorie. In aceasta miscare, platforma se roteste de-o parte si de alta a pozitiei de echilibru, si in acelasi timp se
ridica si coboara cu indltimea h fatd de pozitia de echilibru.

Pentru rezolvare se scrie ca 1n orice moment suma energiilor cinetica si potentiala este constanta.

Fig. 2 Pendulul de torsiune trifilar

Energia potentiala a platformei in punctul de indltime maxima (energie cinetica nuld) este:

, (29)
E, =m,gh
care se transforma in energie cinetica, cand platforma trece prin pozitia de echilibru:
, (30)
Jo®
E, =
2

unde Jo ( Jo=] ) este momentul de inertie fata de axa de rotatie (indicele zero este pentru ci axa de rotatie trece prin
0=9Y4

centrul de masa al sistemului) iar w este este viteza unghiulard a corpului cand trece prin pozitia de echilibru.
Dacd a este deplasarea unghiulara (mica) indltimea la care se ridica platforma este (fig. A18.2),

2
he Rra
2l

care se calculeaza astfel:
h te calcula di
se poate calcula din h:BC—BCl;

, rezulta din :
BC?=AB? - AC?=I1?(R-r)’,BC2=AB*-AC2=1>-AC? AC, A

A1C1 = Olcl - 01A1 ,



adica

A,C? =0,C? +0,A? -20,C, -O, A, -cosa
AC? =r®+R?-2r-R-cosa
BC? =1? —r* —-R® + 2rRcosa

H BC?-BC; 2rR(1-cosa)
BC + BC, BC + BC,

adica, ,
4rRsin2 &
~ BC+BC,
Daca unghiul a este mic, ging ~ ¢ -
Daci | este mult mai mare decat diferenta (R B I’)' atunci:
BC + BC, =2I
iar h va fi:
Rra?
h="010
2l
Daca energiile cinetica si potentiald a unui corp depind de coordonata g dupa legile:
si ) (31)
Ag? Bq®
E.= E.=
2 2
miscarea corpului este una oscilatorie, cu perioada:
: (32)
A
T= Zﬂ\/:
B
Tn cazul nostru
) (33)
T 1J,
m,grR

Masurand perioada unui asfel de pendul, putem calcula momentul de inertie al corpului care se roteste, in cazul
nostru momentul de inertie al platformei:

, (34)
m,grR
Jo=3,="09 2
A7l
Daca raza platformei R si a discului r sunt egale (r = R) atunci vom avea:
, (35)
m, gR?
Jo =, =09 12
4l

4. Concluzii
In urma celor prezentate putem concluziona urmatoarele :
- momentul de inertie al unui corp rigid (o placd) fatd de o axa de rotatie se poate determina cu ajutorul
pendululi de torsiune cu suspensie monofilara si cu pendulul de torsiune cu suspensie trifilara.
- pendulul, este un corp solid care poate oscila Tn jurul unui punct fix sau al unei axe fixe cand este scos din
pozitia de echilibru stabil.
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Rezumat

Cunoasterea caracteristicilor de calitate (fiabilitate si mentenabilitate) a unui produs sau echipament este
esentiala, fie cd este vorba despre un sistem simplu sau unul complex. Fiabilitatea conditioneaza mentenanta, duratele
de viata ale produselor si echipamentelor, precum si un nivel de securitate acceptabil al acestora. Uzura si reinnoirea
echipamentelor sunt generatoare de costuri, care trebuie gestionate Tntr-o maniera eficientd, motiv pentru care se pune
accentul pe un nou cdmp de investigatie care are ca scop reducerea acestora. Acest lucru se bazeazd in principal pe
modelarea timpilor de aparitie a defectelor in timp si a timpilor de remediere.

Prin lucrare se urmareste stabilirea fiabilitatii si mentenabilititii echipamentelor tehnologice, respectiv a unui
rulment din componenta reductorului transportorului Tagor, care inregistra un numar ridicat de defectari, luand in
considerare bazele de date provenite din exploatarea EM Lupeni, in perioada 2015-2017.

Cuvinte cheie
Rulment, fiabilitate, mentenabilitate, lege de distributie.

1. Introducere
Complexul mecanizat de abataj tip TAGOR este un complex de tip nou care este format din:
- sustinerea mecanizata tip TAGOR-18/37;
- transportorul de abataj TAGOR 260/750;
- combina de abataj KSW- 460NE.
Utilajele tehnologice din acest complexul mecanizat TAGOR sunt compatibile corespunzator urmatoarelor
caracteristici :

- indltime de lucru sectie 2000-3600 mm;
- indltime de lucru combina 1600-3521 mm;
- productivitate/capacitate transport combina circa 1000 t/h;

- productivitate/capacitate transport transportor circa 1000 t/h;

- latime tdiatd/pas ripare-pasire combind 800 mm;

- latime tdiatd/pas ripare-pasire sectie 800 mm.

2. Legi de distributie utilizate Tn studiul fiabilitatii si mentenabilititii echipamentelor industriale

2.1. Legea de distribugie exponentiala

Modelul exponential se utilizeaza atunci cand rata sau intensitatea de defectare A este constanta, care, conform
modelului ,,cadd de baie” incepe la sfarsitul perioadei initiale si se sfarseste la inceputul etapei finale sau de batranete,
dar se poate aplica cu succes si in cazul modelarii mentenabilitatii sistemelor mecanice, cand rata sau intensitatea de
reparare, |, se poate considera constanta.

Probabilitatea ca produsul sa nu se defecteze Tn perioada de timp (0, t) este:
R(t; 1) = exp(—At) 1)
Valoarea medie a acestei distributii, respectiv media timpului de buna functionare,

2
m=MTBF=§ @)

2.2. Legea de distributie normali (Gauss-Laplace)

Legea normala isi gaseste aplicabilitatea Tn cazul proceselor influentate de un numar mare de factori aleatorii.
In fiabilitate distributia normald caracterizeazi fenomenele de imbitrinire mecanicd, electrici, termicid etc. a
elementelor si sistemelor.
Functia:

#(u) = 1/(ov2m) [} e~/ 2du ®3)

se numeste functia integrala a lui Laplace, iar u cuantila functiei Laplace.
Functia de fiabilitate pentru un model normal al defectarilor este data de relatia:

R(t;m,g)=1/2 —&[(t —m)/g] 4)
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n care m si o, media, respectiv abaterea medie patratica, sunt parametrii repartitiei.

2.3. Legea de distributie lognormali (Dalton)

Repartitia lognormald este utilizatd pentru modelarea sistemelor tehnice care se degradeaza datorita fenomenul
de oboseala termica. De asemenea, aceasta distributie este folosita in analiza mentenantei sistemelor tehnice.
Functia de fiabilitate este:
R(t;m,0) =1/2 — &[In(t —m) /o] ®)

2.4. Legea de distribugie Weibull

Domeniul de aplicabilitate cuprinde modelele de defectare determinate de procesele de degradare cum ar fi
oboseala, coroziunea, difuziunea sau abraziunea mecanica, precum si in fenomene ce privesc rezistenta materialelor si
timpii de defectare a componentelor electronice si mecanice.

Distributia Weibull biparametrica normata

Se poate exprima repartitia Weibull biparametrica intr-o forma mai avantajoasa prin substituirea parametrului 4
si normarea timpului printr-o constanta n care reprezintd parametrul de scara reald, B fiind parametrul de scara.
Probabilitatea ca produsul sd nu se defecteze in intervalul de timp (0, t) este:

R(t/n; B) = 1 —F(t/n; f) = exp[—(t/n)’] (©)

Distributia Weibull triparametrica

Acest model de repartitie constituie o varianta completa fiind utilizati trei parametri: 3 - parametrul de forma; n
- parametrul de scard, sau de scald, sau viata caracteristica, adica durata de viatd pana la care vor avea loc 63,2% din
defectari; y - durata minima de viatd, sau parametrul de localizare, de pozitie sau initializare.

Functia de fiabilitate, adica probabilitatea ca produsul sa nu se defecteze in intervalul (0, t) este:

R(t;n, B,¥) = exp{—[(t—y)/n]¥} @

3. Estimarea parametrilor de calitate pentru rulmentul reductorului transportorului Tagor

3.1. Estimarea parametrilor de fiabilitate

Din baza de date analizata rezulta timpii de functionare efectiva a rulmentului, reprezentati prin seria statistica
formatda din n=20 valori (ordonate crescator), in ore de functionare, pana la aparitia unui defect: 21,5; 18,75; 16,5;
27,75; 29,5; 31,5; 19,25; 14,75; 27,5; 22,5; 24,75, 26,5; 22,5; 18,5; 17,75; 19,75; 18,5; 27,5; 25,25, 24,25.

Datele astfel obtinute au fost rulate in softul Weibul++ obtindndu-se: clasamentul diferitelor legi de distributie
(Figura 1), legea de distributie adoptata (Figura 2), probabilitatea de acceptare a legii de distributie (Figura 3). Dupa
adoptarea legii de distributie, in general cea cu probabilitatea de acceptare cea mai mare sau reprezentat grafic:
probabilitatea de defectare (Figura 4), nonfiabilitatea (Figura 5), fiabilitatea (Figurile 6 si 7), functia densitatii de
probabilitate (Figura 8) si rata defectarilor (Figura 9).

Results Report

Ranking LKV ~ BIC  AIC Report Type| Weibull++ Results
User Info
Name| Vlad Alexandru Florea
Lognormal 1 -58,9 1238 121,8 Company| University of Petrosani
Normal 2 59 1239 1219 Date 13.04.2022
: Parameters
2P-Weibul 3 -59’1 124’1 122’1 Distribution Lognormal 2P
Gamma 4 '59,3 124,7 122,7 Analysis RRX
Loglogistic 5 -59,6 1253 123,3 CBRMEtI?OU NTE'D
e i anking
3P-Weibull 6 -586 1261 1231 SoREanIEE S103137
Logistic 7 -59,7 1254 1234 Log-Std 0,219586
Gumbel 8 60,4 1269 1249 KValuel __-58,911794
o) ]
G-Gamma | 8 -59,3 1276 124,6 Fail \ Susp 2010
2P-Exponential 9 -61,8 1296 127,6 LOCAL VAR/COV MATRIX
1P-Exp0nentia| 10 -84,3 171,5 170,6 Var-LnMu=0,002411 LnCoVar=5,288747E-11
LnCoVar=5,288747E-11 Var-LnSigma=0,001473
Fig. 1. Clasament lege de distributie Fig. 2. Lege de distributie

Din aceste reprezentari rezultd valori relativ scazute ale fiabilitatii rulmentului, probabilitatea ca el sa nu se defecteze
dupa 23,5 de ore de functionare efectiva fiind de 40% (marja de risc de 40% fiind foarte mare), de aceea trebuie sd ne
asteptam ca la circa 3 zile de functionare a transportorului, rulmentul sa se defecteze.

Daca se impune o fiabilitate de 80%, care este o valoare rezonabila in tehnicd, rezultd un timp de functionare fard
defectare de 18,5 ore, ceea ce inseamnd ca dupa circa doud zile de functionare este necesar sa se intervind pentru
repararea rulmentului.
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3.2. Estimarea parametrilor de mentenabilitate

Normal
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Fig. 10. Clasament lege de distributie
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. 9. Rata defectarilor

Results Report

Report Type] Weibull++ Results
User Info
Name| Vlad Alexandru Florea
Company|University of Petrosani
Date 13.04.2022
Parameters
Distribution Normal 2P
Analysis RRX
CB Method FM
Ranking MED
Mean (hr) 1,22495
std (hr) 0,195959
LK Value 5,162855
Rho 0,97276
Fail \ Susp 20\ 0
LOCAL VAR/COV MATRIX
Var-Mu=0,001920 CoVar=4,017004E-11
CoVar=4,017004E-11 Var-Sigma=0,001118

Fig. 11. Lege de distributie
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Din baza de date analizati rezulta timpii de schimbare a rulmentului, reprezentati prin seria statistica formata
din n=20 valori (ordonate crescator), in ore de functionare: 0,917; 0,917; 1; 1; 1,083; 1,083;1,083; 1,167; 1,25; 1,25;
1,25;1,25; 1,25; 1,333; 1,333; 1,333; 1,5; 1,5; 1,5; 1,5.

Datele astfel obtinute au fost rulate in softul Weibul++ obtinandu-se: clasamentul diferitelor legi de distributie
(Figura 10), legea de distributie adoptatd (Figura 11). Dupd adoptarea legii de distributie, in general cea cu
probabilitatea de acceptare cea mai mare sau reprezentat grafic: mentenabilitatea (Figurile 12 si 13) si rata reparatiilor
(Figura 14).

ReliaSoft Weibull++ - www. reliasoft.com
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Fig. 14. Rata reparatiilor

Din analiza graficelor mentenabilititii se observa ca probabilitatea ca rulmentul sa fie inlocuit in 1,18 ore este
de doar 40 %, in timp ce pentru a avea o siguranta de 80 % ca rulmentul va fi schimbat este nevoie de 1,39 de ore.

4. Concluzii

Analiza de fiabilitate si mentenabilitate efectuatd asupra rulmentului reductorului transportorului Tagor
conduce la faptul cé fiabilitatea redusa a rulmentului se datoreaza utilizarii improprii a transportorului, prin procesarea
de carbune in amestec cu steril in cantititi si dimensiuni considerabile, fiind depasite prescriptiile de utilizare impuse
prin documentatia de utilizare a acestora.

Reducerea timpului de inlocuire a rulmentului poate fi realizatd prin adoptarea unei strategii de mentenanta
preventiv-planificata.
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Rezumat

Tn lucrarea de fata s-a tratat problema reabilitarii suprafetelor uzate ale jgheaburilor transportoarelor cu raclete;
s-a urmarit realizarea unui material compozit avdnd compusul de ranforsare cu o duritate de 1100+1300 HV, compusul
fiind inserat Tntr-o matrice feroasa, cu duritatea de 46+52 HRC.

Materialele compozite au fost studiate anterior utilizarii lor pentru reabilitarea jgheaburilor de transportor, n
conditii de laborator, pentru verificarea caracterului antiscanteie in vederea prevenirii pericolului de producere a
exploziei, n conditiile utilizarii lor in exploatarile miniere cu emanatii de gaz metan.
Cuvinte cheie

Jgheab, reconditionare, uzurd, defecte, materiale compozite.

1. Introducere

Productia industriald moderna impune functionarea la parametrii optimi, fird intreruperi sau opriri accidentale
a echipamentelor tehnologice, pentru a se asigura obtinerea unei productii de calitate, dar si o eficientd economica
ridicata.

Echipamentele tehnologice utilizate Tn exploatarile subterane realizeazd patru operatii principale: dislocarea
rocilor, incarcarea si transportul lor, precum si sustinerea lucrarilor. Costurile de achizitie a acestor echipamente sunt
foarte ridicate, astfel incat se impune, cu necesitate, reabilitarea unora din subansamblele si piesele lor de schimb.

in cazul in care materialul dislocat este carbune ce Se exploateazi prin metode mecanice, combinele de tiiere
utilizate Tn abatajele cu front lung ca si transportoarele cu raclete sufera uzuri importante (Figura 1).

Solutiile tehnologice adoptate de firmele constructoare difera in functie de conditiile geologice de lucru; astfel,
combinele de abataj pentru exploatari subterane se realizeaza cu organe de taiere in constructie sudata (Figura 2) sau
turnata.

Constructia turnata are avantajul simplificarii procesului de fabricatie prin reducerea numarului de repere si a
prelucrarilor ulterioare, dar necesitd o pregatire a fabricatiei mai complexa, mai costisitoare, iar in cazul organelor de
taiere avand elicele de grosime relativ mica si de suprafata mare, o tehnica corespunzatoare de turnare.

Cand numarul produselor ce urmeazi a fi uzinate este relativ mic si tehnologia de turnare reprezinta ea insasi o
problema deosebita se prefera constructia sudata, solutie care prezinta (comparativ cu cea turnata) urmatoarele avantaje:
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Fig. 2. Combina de abataj/Tamburul combinei

- masa elicelor si a organului de lucru taietor, in ansamblu, este mai mica, adica se reduce consumul de metal;

- reperele se realizeaza din profiluri laminate avand rezistentd mecanica si omogenitate mai mare decét cele turnate;

- refacerea suprafetelor uzate ale elementelor sudate (elice si tambur) cu materiale compozite se poate realiza in conditii
tehnice bune.

2. Rezultatele urmiririi in exploatare a transportorului cu raclete TR-7A

Intreruperile in functionare ale transportoarelor cu raclete se datoreaza defectiunilor care apar la
subansamblurile care le compun, fie ca urmare a unei montari sau a unei exploatarii necorespunzatoare, fie datorita
neglijentei Tn timpul functionarii sau a unei intretineri insuficiente; Tn anumite cazuri se constata ca materialul din care
sunt executate subansamblele se uzeaza repede, fapt pentru care se cauta solutii de reabilitare eficienta a acestora.

Tabelul 1. Subansambluri defecte ale transportorului TR-7A

Nr. Denumire subansamblu .
ort. defect U.M. Tip transportor TR-7A
1 Lant ore/an 350
’ % 26,72
. ore/an 250
2 | Jgheaburi % 19.08
.. . A ore/an 150
3 Statii de actionare si Tntoarcere % 11.45
ore/an 300
4 Reductoare % 229
. . . ore/an 60
5 Cuplaj hidraulic sau elastic % 4.58
. ore/an 200
6 Motor electric % 1527
7 Total ore/an 1310




Situatia defectelor la principalele subansamble din componenta transportoarelor cu raclete, utilizate la o exploatare

miniera din Valea Jiului este prezentata in tabelul 1.

Se observa (Figura 3) ca 26,72% din totalul defectiunilor apar la lant, respectiv19,08% la jgheab, avand drept cauze cele

enumerate in tabelul 2.

%

30

26,72

25

20

15

10

Lant

22,9

Reductor

19,08
15,27
11,45

4,58

Jgheab Motor Statie de Cuplaj
electric  actionare hidraulic
si sau elastic

intoarcere

Fig. 3. Ponderea defectelor unui transportor cu raclete

Tabelul 2 Cauzele defectiunilor

Nr. Denumirea - Lo
Subansamblu L Cauza defectiunii Periodicitatea
crt. defectiunii ’
- ghidajele sunt uzate, iar lonjeroanele s-au
. | deformat si au format praguri;
- se deplaseaza R . A
. - lantul este rasucit pe o anumita portiune;
Cu socuri pe o ; Lo ;
o - lantul este uzat sau decalibrat;
anumita . - .
—— - jgheaburi rupte;
portiune; .
; . .| - uzuraracletelor;
Lantul cu | - sare periodic | L . . S
1 ’ - inflexiuni ale transportorului in plan vertical | 15-16 ori/lunad
raclete de pe tambura : )
. . sau orizontal;
de actionare; . e
’ - s-a adunat material sub ramura inferioar3;
- lantul este . < . o .
N - calitatea slaba a materialului din lanturi sau
blocat; . ’
ocheti;
- lantul se rupe. ’ A .
’ - uzura mare a rolei de intoarcere sau a stelei
de actionare
- uzura excesiva a jgheaburilor ceea ce a
- racleta agata | condus la formarea de praguri in peretii
in linia de | laterali;
ghidaj; - calitatea slaba a materialului din care sunt
- lantul  cu | confectionate;
raclete se | - lipsa legaturilor suplimentare dintre S
2 | Jgheab o _tpbsa leg P 8-10 ori/lun
misca.cu jgheaburi;
socuri; - alinierea necorespunzatoare a jgheaburilor in
- s-au format | plan vertical sau orizontal;
praguri  mari | - tabla mediana este uzata si deformata;
ntre scocuri. - lonjeroanele s-au deformat si au format
praguri.




Jgheaburile transportoarelor (Figura 4) se executa din oteluri manganoase, mangano-silicioase sau cu crom si mangan,
care au rezistenta la presiune de contact de 700800 N/mm2,
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Fig.4. Jgheaburi de transportoare cu raclete

Pentru cresterea duratei de viata a jgheaburilor este necesara cilirea capetelor jgheaburilor pe o distanta de 150+200
mm, mai ales in locurile in care se produce frecarea cu lanturile sau cu capetele racletelor; acestea sunt suprafetele
interioare ale ghidajelor de pe ramura plind a transportoarelor cu un lant, care se supun unei ciliri superficiale prin
curenti de medie frecventa (8000 Hz) pe adancime de minim 3 mm (Se asigura o rezistentd la presiune de contact de
1600 N/mm?).

Reabilitarea jgheaburilor se poate realiza uneori cu elemente de forma speciald din otel cu rezistenta mare la uzura sau
prin incarcare cu sudura.

Pentru reabilitarea experimentald a jgheaburilor de transportor TR-7 au fost utilizate materiale compozite (Figura 5) cu
rezistenta marita la uzare, dar si cu proprietati antiscanteie.

Fig.5. Material compozit



3. Concluzii

Tn cazul transportorului de abataj TR-7A frecventa cea mai mare a ciderilor (26,72%) este la lant, iar la jgheab
de 19,08 %.

Solutia propusa pentru reconditionarea subansamblurilor echipamentelor miniere supuse uzurii este de
realizare a unor suprafete cu arhitectura multistrat, prin sudare, care sa permitd Imbunatatirea indicatorilor de fiabilitate
ale acestora si sa contribuie la reducerea cheltuielilor de exploatare.

Materiale metalice compozite, cu rezistentd marita la uzare, dar si cu proprietati antiscinteie, reprezinta o
solutie de viitor si putin studiatd, in vederea utilizarii la executia subansamblelor masinilor si utilajelor care
functioneaza in medii cu pericol de explozie.
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